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がたを有する 2自由度ばね-質量系の強制振動解析 
 
THE ANALYSIS OF FORCED VIBRATION IN TWO-DEGREE-OF-FREEDOM SPRING-MASS-DAMPER 
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    This paper deals with forced collision vibration in a mass-spring system for two-degree-of-freedom. The 
analytical model is mass-damper-spring system having two masses in which one mass is subjected to an exciting 
vibration with arbitrary functions. Then the restoring force, which has characteristics of an asymmetric 
piecewise-linear system, collides elastically to another mass when amplitude of the mass increases farther than 
clearance. In order to analyze resulting vibration and colliding force, the Fourier series method is applied and 
analytical solutions for this system are derived. Next, following the analytical solutions, numerical calculations 
are performed. Effects of amplitude ratio of excitation, nonlinearity of the system and mass ratio on the 
resonance curve and colliding force are shown numerically. For verification of the analytical solutions, 
numerical simulations are performed by the Runge-Kutta method, and numerical results based on analytical 
solutions are compared with numerical simulation results. As a result, the analytical solutions are in a fairy good 
agreement with the numerical simulation results. 
Key Words : Coliision vibration, Colliding force, Nonlinear vibration, Forced vibration, Theoretical 
       analysis, Damping  
 
 
１． 緒論 
複数の部品から構成された機械構造物には，その部品
間においてがたが存在することが多い．化学プラントや
原子力シュラウドなどの配管系では熱膨張の逃げのため
にがたが設けられている．このようながたにより，構造部
材に衝突振動が発生し，疲労破壊や性能低下の要因にな
る 1)．一方，衝突振動は鍛造機，削岩機 2)や物体を搬送す
る装置 3)などの産業機械にも広く応用されている．このよ
うに，衝突振動の防止や利用の観点からも衝突振動を定
量的に解明することの工業上の寄与は大きい． 
がたを有する構造物の振動問題はこれまで断片線形系
としてモデル化され，解析されてきた．1自由度系に対し
ては調和励振が作用する強制振動に対して，理論解析 4)，
数値シミュレーション 5)，実験 6)により高調波から分数調
波共振を含む非線形共振現象が明らかにされてきた． 一
方，多自由度系に対しては，がたを有する 2 自由度強制
振動系に対してシューティング法を改良した直接数値積
分法により解析 7)，高調波振動やカオスについて詳細を明
らかにし，理論解析は無減衰 2 自由度系により高調波か
ら分数調波を含む非線形共振現象 8)が明らかにされてい
る．このように断片線形復元力を有する多自由度系の強
制振動に対しても解析が行われてきたが，減衰を考慮し
た多自由度系の理論解析は行われていないようである．
一般的な構造体は減衰作用があり，無減衰のみの理論解
析だけでは不十分である．また，数値計算法は系の減衰や
非線形性の大きさにより解が得られない場合もある．  
そこで本研究では減衰作用を持つ 2自由度ばね-質量系
に任意周期関数励振が作用する定常衝突振動を取扱い，
断片線形系の強制振動に対する基礎的研究を行う．本解
析モデルは，ばね支持された質量を持つ衝突体が間隙を
有し，付加ばねをもつ被衝突物体に弾性衝突し，このとき
2 つの質量体に発生する復元力特性はそれぞれ非対称断
片線形系を有する衝突振動系である．解析はフーリエ級
数解法を適用して解析し，応答振動および復元力の解析
解を導出する．次に解析解に基づいて数値計算を行い，生
起する応答振動および非線形復元力を求め，諸因子を変
化させ数値計算を行う．ついで，解析結果を検証するため，
ルンゲ・クッタ法による数値シミュレーションを行い，理
論解析結果と数値シミュレーション結果はよく一致する
ことを示し，解析解の有効性を示す．  
２． 理論解析 
 図 1 に本研究で取り扱う 2 自由度ばね―質量系の解析
モデルを示す．質量 m1， m2を持ち，非線形復元力を有
した質量 m1に任意周期関数励振 q(t)が作用される．励振
により質量 m1の振幅が間隙 e0以上になった時，質量 m2
に衝突する．質量 m1，m2が衝突することで反発力が生じ，
間隙 e0を境に断片線形特性が現れる．m1，m2の変位をそ
れぞれ z1，z2，時間を tとすれば，この系の m1，m2に関
する運動方程式は次式で表せる． 
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任意周期関数励振 q(t)の振動数をωとして，フーリエ級数
に展開すれば，q(t)は次式で表される．      
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ここに，f0，fn，gn (n=1,2,3,…)はフーリエ係数である．こ
こで反発力 f (z1, z2)は，z1-z2= e0を境にしてばね定数が 0
から Kに変わる断片線形復元力で次式となる． 
 
  
( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) 


≥−−−=
<−=
02102121
02121
:,
:0,
ezzezzKzzf
ezzzzf
       (3) 
 
断片線形復元力 f (z1, z2) のばね定数が 0である領域を領
域Ⅰ，ばね定数が K である領域を領域Ⅱとする．ここで
領域Ⅰを基準に考えれば領域Ⅱは非線形領域となる．系
が非線形復元力特性を持つ場合，質量の応答変位は種々
考えられる．系は 1 周期 2πの間に非線形領域へ何度か
出入することができ 1周期に 1回滞留するものをTypeⅠ，
2 回滞留するものを TypeⅡと名付ける．ここでは，主共
振領域で主に出現する TypeⅠを取り扱い，図 2のような
振動を満たす周期解を考える．区間Ⅰを系が線形領域Ⅰ
(z1- z2)< e0に滞留する区間，区間Ⅱを非線形領域Ⅱ(z1- 
z2)≥ e0，すなわち質量 m1と m2が衝突している区間とす
る．位相角θの原点を区間Ⅱの中央にとり，αを後に決定
する位相遅れ角として， 
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式(4)より，独立変数 tからθに変換すると，式(2)は， 
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ただし， 
 
 
Fig.1 Analysis model of collision vibration 
 
 
       
Fig.2 Harmonic resonance vibration 
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 区間Ⅱへの滞留時間を位相角で測り，θ 0とする．衝突
の開始と終了において復元力は線形部分と非線形部分か
ら考えられ，復元力を g(θ )すなわち，衝突力は次式のよ
うになる． 
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一方，m1 の非線形領域Ⅱへの滞留時間を位相角で計り，
θ0とする．非線形領域Ⅱにおける突入から最大変位時と
最大変位時から離脱までの時間が等しいとすれば，復元
力の非線形部分 g(θ)は次式で表される．  
 
( ) ∑
∞
=
++=
1
0 )sincos(
2 n
nn nbna
ag θθθ      (8) 
 
ただし，a0，an，bnは当面未定のフーリエ級数である． 
この g(θ )を外部からの励振とみなせば，運動方程式は
形式的に線形化されたことになり，式(1)は次式のように
書き改められる． 
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式(9)の運動方程式より，式(10)，(11)のような形式解 z1(θ )，
z2(θ )が得られる． 
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ただし， 
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３． 解析式の導出 
前節で述べたように系が非対称断片線形特性を持つ場
合，その生起する振動変位は種々の応答波形が考えられ
る．本解析では，質量 m1が応答 1周期の間に 1度，非線
形領域Ⅱに滞留し，また非線形領域Ⅱにおける突入から
最大変位時と最大変位時から離脱までの時間が等しい応
答波形に限定して議論を進める．このときの定常振動が
境界点 z1-z2=e0を通過する条件，すなわち異なる区間の間
の切替条件は次式のようになる．  
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ここで，新たなパラメータ変動間隙 e，eを導入すること
で式(16)は次式となる． 
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形式解式(10)，(11)に切替条件の式(17)を導入すれば，次の
応答変位比が得られる． 
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ただし， 
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また，励振振幅比は次式のように表せる． 
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さらに，励振と応答の位相遅れ角αは次式のように得られ
る． 
 
  
( )
11
11
21
111111
0
0
2
21
11
1
cossin
2
sin
2
sin1
tan φ
χφφ
θ
θ
χ
α +


















′
−−−
′−′
=
∑
∞
=
−
N
M
T
yx
n
TT
M n
nn
  (29) 
 
また，無次元化された衝突力は式(8)に(23)の無次元フーリ
エ係数 xn， ynを導入することで，次式となる． 
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４． 無次元フーリエ級数の決定 
式(18), (19), (28)～(30)より，解析式が導出されたが，そ
れぞれの式には，振動数比Ω1，位相遅れ角α，非線形領域
の滞留時間θ 0の独立なパラメータの他に，式 (23)
で定義した反発力のフーリエ級数 𝑎𝑎𝑛𝑛，𝑏𝑏𝑛𝑛を無次元
化した 𝑥𝑥𝑛𝑛，𝑦𝑦𝑛𝑛があるため，これらを求める必要がある．
したがって，すべての解析式が復元力の断片線形特性満
足するように𝑥𝑥𝑛𝑛，𝑦𝑦𝑛𝑛を求める必要がある．この条件から次
式のような無限連立一次方程式が得られる． 
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( ),3,2,1=m   (32) 
 
 ただし，フーリエ級数の各項はそれぞれΩ 1，α，θ 0の
パラメータで決定される定数項である．  
 
５． 数値計算 
以上の解析式より数値計算を行い，系の応答波形，非線
形復元力を求め，共振曲線を作成した．運動方程式の式(1)
を直接数値積分するルンゲ・クッタ法によるシミュレー
ション結果と比較し，理論解析の妥当性を検証した．作用
さ せ た 励 振 は 任 意 周 期 励 振 の 一 例 と し て
q(t)=cost+0.5cos2tで表される合成波とした． 
図 3 に減衰比を変化させた場合の共振曲線を示す．共
振曲線の横軸は振動数比Ω 1，縦軸は質量 m1，m2の無次元
応答変位 z1/ e0， z2/ e0それぞれの片振幅{(z1/e0)max - 
(z1/e0)min}/2，{(z2/e0)max - (z2/e0)min}/2をとっている．添字
max, min は応答波形の最大，最小値である．実線は理論
解析結果に基づく数値解を，●は数値シミュレーション
結果を示している．理論解と数値シミュレーション結果
を比較すると，よく一致していることがわかる．また，減
衰比が大きくなるに従い，共振ピークの大きさが抑えら
れていることがわかる． 
図 4に図 2中の点(Α)における励振波形，応答波形と非
線形復元力の波形を示す．横軸が位相角𝜃𝜃，縦軸がそれぞ
れ，振幅 q(θ ), z1(θ ), z2(θ ), g(θ )/(k1𝛤𝛤R)となっている．解析
式と数値シミュレーションを比較すると，どの波形もよ
く一致しており，解析式は妥当であることがわかる． 
図 5 に非線形性(𝜅𝜅 = 𝐾𝐾/𝑘𝑘1)を変化させた場合の共振曲
線を示す．非線形性が大きくなることで第 2 共振ピーク
が右に移動することがわかる． 
図 6 はばね定数比(𝜒𝜒 = 𝑘𝑘1/𝑘𝑘2)を変化させた場合の共振
曲線を示す．ばね定数比が大きくなることで，第 1，第 2
共振ピークともに左に移動することがわかる． 
 図 7 に質量比(𝜇𝜇 = 𝑚𝑚1/𝑚𝑚2)を変化させた場合の共振曲
線を示す．質量比が大きくなることで，第 1，第 2共振ピ
ークともに右に移動することがわかる． 
図 8に励振振幅比 f1/(k1e0)を変化させた場合の共振曲線
を示す．励振振幅比が大きいほど，共振ピークが大きくな
り，衝突する振動数比の範囲も大きくなることがわかる． 
 
(a) Resonance curves of z1 
  
(b) Resonance curves of z2 
Fig.3 Resonance curve for comparing calculation results based 
on analytical solution (     ) with numerical simulation 
ones by the Runge-Kutta method (●) for different the 
damping ratio, given q(t)=cost+0.5cos2t, f1/(k1e0)=1.0, 
𝜒𝜒=1.0, 𝜇𝜇=1.0, 𝜂𝜂=1.0 and 𝜅𝜅=1.0. 
 
 
(A)  Analytical solution     (B) Runge-Kutta method 
Fig.4 The comparison of exact solution results with numerical 
calculation results by Runge-Kutta method at point A (Ω =1.0 ) in Fig.3 q(t)=cost+0.5cos2t, f1/(k1e0)=1.0, 𝜒𝜒 =1.0, 
𝜇𝜇=1.0, 𝜂𝜂=1.0 , Ω1=1.0, 𝜁𝜁1=0.01 and 𝜅𝜅=1.0 
0
10
20
30
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
Ω1
(A)
1=0.01
1=0.03
1=0.05
0
10
20
30
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
(A)
1=0.01
1=0.03
1=0.05
Ω1
-0.6
-0.3
0
0.3
0.6
-90 0 90 180 270 360 450
-2
-1
0
1
2
-90 0 90 180 270 360 450
-30
-15
0
15
30
-90 0 90 180 270 360 450
-30
-15
0
15
30
-90 0 90 180 270 360 450
q(
θ)
θ
z 1
/e
0
θ
z 2
/e
0
-0.6
-0.3
0
0.3
0.6
-90 0 90 180 270 360 450
-0.6
-0.3
0
0.3
0.6
-90 0 90 180 270 360 450
-30
-15
0
15
30
-90 0 90 180 270 360 450
-30
-15
0
15
30
-90 0 90 180 270 360 450
-2
-1
0
1
2
-90 0 90 180 270 360 450
q(
θ)
θ
θ
θ
g(
θ)
/(k
1Γ
)
θ
g(
θ)
/(k
1Γ
)
θ
θ
z 1
/e
0
z 2
/e
0
  
(a) Resonance curves of z1 
 
(b) Resonance curves of z2 
Fig.5 Resonance curve results based on analytical solution for 
different the nonlinearity κ, given q(t)=cost+0.5cos2t, 
f1/(k1e0)=1.0, 𝜒𝜒=1.0, 𝜇𝜇=1.0, 𝜂𝜂=1.0  and 𝜁𝜁1=0.01  
 
 
(a) Resonance curves of z1 
 
 
(b) Resonance curves of z2 
Fig.6 Resonance curve results based on analytical solution 
for different the spring constant ratio χ, given 
q(t)=cost+0.5cos2t, f1/(k1e0)=1.0, 𝜅𝜅 =1.0, 𝜇𝜇 =1.0, 
𝜂𝜂=1.0 , and 𝜁𝜁1=0.01  
  
(a) Resonance curves of z1 
 
(b) Resonance curves of z2 
Fig.7 Resonance curve results based on analytical solution for 
different the mass ratio µ, given q(t)=cost+0.5cos2t, 
f1/(k1e0)=1.0, 𝜒𝜒=1.0, 𝜅𝜅=1.0, 𝜂𝜂=1.0 and 𝜁𝜁1=0.01 
 
 
(a) Resonance curves of z1 
 
 
(b) Resonance curves of z2 
Fig.8  Resonance curve results based on analytical solution 
for different the excitation amplitude ratio f1/(k1e0), 
given q(t)=cost+0.5cos2t, µ=1.0, 𝜒𝜒 =1.0, 𝜅𝜅 =1.0, 
𝜂𝜂=1.0 and 𝜁𝜁1=0.01   
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６． 結論 
本研究は断片線形系の強制振動に対する基礎的研究と
して，二つの質量体を持つ 2自由度ばね-質量系に任意周
期関数励振が作用する定常衝突振動を取扱い，質量の応
答振動および非線形復元力を解析した．本論文で得られ
た主な結果は次の通りである． 
(1)  2 自由度ばね-質量系の衝突振動の一例として質量
体が被衝突体に弾性衝突するとき，復元力特性を断片線
形系とした解析モデルを設定し，この系に任意周期関数
励振が作用する場合の定常衝突振動について主共振を対
象としてフーリエ級数解法を適用し，応答振動と衝突力
の解析解を導出した． 
(2) 得られた解析解の検証のため，ルンゲ・クッタ法に
よる数値シミュレーションと比較し，良く一致すること
を示した． 
(3) 解析解に基づき計算を行い，応答振動の衝突による
非線形性，質量比，減衰比をパラメータにとった共振曲線
を作成し，これらが共振曲線に及ぼす影響を定量的に明
らかにし，共振現象について解明した． 
(4) 本解析法は 2 自由度ばね‐質量系に任意周期関数励
振が作用した場合を一般的に取扱うことが可能である．
本解析法を確立しておけば，パラメータの大小にかかわ
らず，同一の計算式を用いて生起する応答振動を求める
ことができることを示した． 
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